GEOMETRIA 1.

Relacion de problemas 2: ESPACIOS VECTORIALES

Grado en Matematicas

1. En R? se considera la suma de elementos coordenada a coordenada y el producto por
escalares reales dado por:

ax*(x,y,z) = (a-x,azy,a3 -7),

para todo a € R y (x,y,z) € R?. Determinese si R® con estas operaciones satisface las
propiedades de un espacio vectorial real.

2. Sea X un conjunto no vacio y V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Denotamos por
F(X,V) al conjunto de las aplicaciones f : X — V. En F(X,V) se definen la suma y el
producto por elementos de K siguientes:

(f+8)(x)=flx)+g(x), VxeX, VfgeF(X,V),
(a-f)(x)=a-f(x), VxeX, YacK, VfeF(X,V).

Demostrar que, con estas operaciones, F (X, V) es un espacio vectorial sobre K.

3. Sean V] y V; dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K.

a) Demostrar que el conjunto V; x Vo = {(v1,v2) | v € Vi, vo € V2 } es un espacio vecto-
rial sobre K cuando definimos la suma y el producto por elementos de K como:
(ur,u2) + (vi,v2) = (ur+vi,ua+v2),
a-(vi,va) = (a-vy,a-v).
b) Supongamos que U; es un subespacio vectorial de V; para cada i = 1,2. Demostrar

que U; x U, es un subespacio vectorial de V| x V,. (Es todo subespacio vectorial de
Vi x V3 de la forma U; x U, donde cada U; es un subespacio vectorial de V;?

4. En cada uno de los siguientes casos estudiar si U es o no un subespacio vectorial de V:

a) V=R?, U={(xy) €cR?|x=y}.
b) V:Rz’ U:{(170>7(O70)}
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OV =My(R :{( 2 ) lab.cer}

d) V=Kp. U,={p(x) € Klx||grado(p(x)) = n} U{0} (n€N).

e) V=R U= {( y,2,t) € R*|2x —y =3}.
HV=RY, U=Q"={(x1,...,x) € R"|xq,...,x, € Q}.
9 V=R U={(xyzts) cR| —y=2x+z}.
V=R U={(xyz) cR|x?>yz=0}.

i) V=R U=/{(xyz)cRx*+y*+7>0}.
NDV=R, U={(xyz)eR|x=y=2z}.

ky V=R, U=1{(0,0,1,-1,2),(3,2,/5,—8,32)}.
V=R’ U=L((0,0,1,-1,2),(3,2,v/5,-8,32)).

m) V =M,(R), U:{(g 145“)/%1@}.

n) V=FR,R), U={feFRR)|f(x)+f(x)=0,VxeR}.
i) V=M,K), U={AcM,(K)|A esdiagonal}.

0) V=M,(K), U={AeM,(K)|A es triangular superior} (una matriz A = (a;;) en
M, (K) es triangular superior si a;; = 0 siempre que i > ).

5. En cada uno de los siguientes casos decidir si el vector v del espacio vectorial V pertenece
o no al subespacio L(S) y, en caso afirmativo, expresar v como combinacién lineal de S:

a) V=R v=(0,2,-5), S={(1,-3,2),(2,—4,—1),(1,-5,7)}.
b) V=R*, v=(9,-17,10,-5), S={(2,-1,0,0),(-1,3,—-2,1)}.
) V=R v=(57a6), S={(1,2,3,0),(1,1,1,2)}.

veme (1 %) (7))}

e) V=R[}], v=x’4+x+1, S={-xx>+1,x}.

6. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Demostrar los siguientes hechos:

a) si Sy S son subconjuntos no vacios de V con S C §’ entonces L(S) C L(S),
b) L(S) =S siy s6losi S es un subespacio vectorial de V,
c¢) siU;=L(S;) paracadai=1,...,m, entonces }.;" | U; = L(U,S;).

Supongamos que U; = L(S;), paracadai = 1,...,m. jEs cierto que N ,U; = L(N/";S;)?

7. (Qué se puede decir sobre dos subespacios vectoriales de R” cuya suma es {0}? ;Y cuya
interseccion es R"?
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8. En cada uno de los siguientes casos demostrar que U; y U, son subespacios vectoriales de
V. Estudiar también si se cumple V = U; & Us.

a) V=R3 U ={(xy2) cR|x=z}, Uy=L((3,0,2)).

b) V=FR,R), U ={feF[RR)|f(—x)=f(x),VxeR},
Up={f €F(R,R)|f(—x) = —f(x), ¥x eR}.

¢) V=R,[x], U ={px)eR,x]/p(1)+p'(1)=0},
Us = {p(x) € R,[x]| p(0) 4+ p"(0) =0}  (n € Nylas primas’y " son derivadas).

dy V=R U =L((1,0,—-1),(0,1,—1)), U ={(x,y,z) € R*|z=0}.
(De cudantas formas podemos escribir v = u +uy con v € R3, u; € U; yuy € Up?

9. Consideremos en R* los siguientes subespacios vectoriales:
Ur={(x,y,z,1) eR*|x—y=0, z—1 =0},
U,=L((0,1,1,0)),
Us = {(x,9,2,t) eER*|x—y+z—1=0}.
Probar que U; 4+ U, = Us. (Se cumple que Uz = U; ® U,?

10. SeaV = F(R,R) el espacio vectorial real de las funciones f : R — R. Analizar si la familia
S ={f,g,h} es linealmente independiente, donde f(x) = x>+ 1, g(x) = 2x y h(x) = ¢*.

11. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo infinito K. Tomemos B = {vj,...,v,} una
base de V' y {ay,...,a,} una familia en K con a; # 0 para cadai = 1,...,n. Demostrar que
B ={ay-vi,...,a,-v,} es una base de V. Concluir que V tiene infinitas bases.

12. Sean V; y V; espacios vectoriales finitamente generados sobre un cuerpo K. Demostrar que
el espacio vectorial producto Vi x V, definido en el ejercicio 3 es finitamente generado.
Construir una base de V| x V; a partir de bases de V; y de V,. Calcular dimg (V) x V).

13. Sea V un espacio vectorial complejo con dimg (V) = n. Demostrar que V' es un espacio
vectorial real con dimg (V) = 2n.

14. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Supongamos que S = {vy,...,v,} es una
familia de vectores de V. Demostrar que:

a) Si S es sistema de generadores de V' y cumple la propiedad de que cuando se elimina
cualquier vector de § la familia resultante no es un sistema de generadores de V,
entonces S es una base de V.

b) Si S es linealmente independiente y cumple la propiedad de que cuando se afiade a S
cualquier vector de V la familia resultante es linealmente dependiente, entonces S es
una base de V.
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Describir todos los subespacios vectoriales de R

En R? se consideran los subespacios vectoriales dados por:
Uy =L((1,1—02,2),(1+0,1—a,—2)),
Ur={(x,5,2) €R’|x+y+z=0}.
Calcular todos los valores de a € R para los que Uy = Us.

Calcular una base y la dimension de los subespacios vectoriales que aparecen en los apar-
tados ¢), g) y 77) del ejercicio 4.

Para cada uno de los subespacios vectoriales U del espacio vectorial V que aparecen a
continuacion calcular una base, la dimension y un subespacio complementario:

a) U=L((1,-2,1,0),(2,3,-2,1),(4,—1,0,1)), V =R*
b) U=1{(x,y,z,t) ER*|x—2y+7z=0,x+y+z+t=0}, V=R%
c) U={p(x) eRs[x]|p'(1)=0}, V=R3[x] (p'(1)esladerivadade p(x)enx=1).

d) U= {p(x)ERz[xH/Olp(x)dx:O}, V = Rofx].

Sea K un cuerpo en el que 2 # 0. Calcular una base y la dimension de los subespacios de
matrices S,(K) y A,(K) (estudiar primero los casos particulares n =2y n = 3).

Sea K un cuerpo. Demostrar que si S es una familia de K[x] que no contiene dos po-
linomios con el mismo grado, entonces S es linealmente independiente. Deducir que si
B = {po(x),...,pn(x)} es una familia de K[x| de forma que grado(p;(x)) = i, para cada
i=0,...,n, entonces B es una base de K, [x].

Encontrar bases By B’ del espacio vectorial Ry[x] en las que el polinomio p(x) = x+ 1
cumpla que p(x)z = (1,0,0)" y p(x)s = (1,1,0)".

En el espacio vectorial V = R;[x] se consideran las bases B = (1,1 +x,1+x+x?)y B' =
(1,x,x%). {Qué relacién existe entre las coordenadas de un polinomio p(x) € Ra[x] con
respecto a By B’'? Encontrar p(x) € Ry [x] tal que p(x)g = (1,—-2,4)".

En el espacio vectorial M,(C) se consideran las matrices:

i 0 —1 i o 0
A:(l —i)’ B:( 1 2i>’ C:(l —i)'

(Para qué nimeros a € C el subespacio U = L(A, B,C) de M;(C) tiene dimension 2? Para
tales valores calcular una base de U y las coordenadas de la matriz

(21 i
V= 3 0
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con respecto a dicha base.
24. Se consideran los subespacios vectoriales de R* dados por:
U, =L((3,6,1,0),(1,0,—1,2),(2,3,0,1)), U,=L((2,0,—1,3),(3,3,-2,4)),
Us={(x,y,2,t) ER*|x—z=0}, Us={(x,y,2,1) eR*|x—2y+1=0, 3x+y-+6z=0}.

a) Calcular una base y la dimensién de U;, paracadai=1,2,3,4.
b) Calcular una base y la dimensién de Uy NU,, Uy NUs y U3 NUs4.
¢) Calcular una base y la dimensién de Uy +U,, Uy + Uy y Uz + Uy,

25. Sea A = (a;;) una matriz en M,(RR). Se define la fraza de A como:

tr(A) =ai +an+...+am =Y ai.
=1

Para cadan € N, sea U, = {A € M,(R) |tr(A) = 0}. Se pide lo siguiente:

a) Demostrar que U, es un subespacio vectorial de M,(R).
b) Calcular una base y la dimensién de U, cuando n = 2, 3.
¢) Calcular Uy NS2(R) y Uz + S2(R). (Es cierto que M>(R) = Uy @ S2(R)?

26. Decidir de forma razonada si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) Existe en R una estructura de espacio vectorial complejo.

b) Si U es un subespacio vectorial de V, entonces el conjunto V—-U ={veV|v¢ U}
es un subespacio vectorial de V.

¢) Si K es un cuerpo, entonces los tinicos subespacios vectoriales de K (como espacio
vectorial sobre si mismo) son los impropios.

d) En un espacio vectorial V, si dos planos vectoriales no son iguales entonces su inter-
seccidn es una recta o el vector nulo.

e) En un espacio vectorial V la suma de dos rectas vectoriales es un plano vectorial.

f) SiV esunespacio vectorial y U es un subespacio vectorial suyo, entonces U +U =U.
g) El espacio vectorial real F(R,R) es finitamente generado.

h) R no es finitamente generado como espacio vectorial sobre Q.

i) Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo K y S = {vy,...,v,} es un sistema
de generadores de V, entonces todo vector v € V se expresa de forma tnica como
combinacion lineal de S.




Relacion de problemas 2 6

J) En un espacio vectorial V los vectores {u,v,w} son linealmente independientes si y
solo si los vectores {u,u + v,u+v—w} también lo son.

k) EnR3 el subconjunto U = {(x,y,z) € R?|x—2y =0} es un plano vectorial. Adem4s,
la familia By = {(0,0,2),(1,1,0)} es una base de U.

) SeaV un espacio vectorial de dimension finita con V = U & U,. Si By y B, son bases
de U; y U,, entonces ‘B = B; U B, es una base de V.

m) Existe un subespacio U de R'? con dimg (U) = 14.

n) SiU es un subespacio de K" con dimg (U) = 5, entonces los vectores de U tienen por
lo menos cinco coordenadas.

1) Si V es un espacio vectorial sobre K con dimg (V) = 7, entonces cada sistema de
generadores de V tiene por lo menos siete vectores.

0) Existe un subespacio U = L(v1,v;) de K* tal que dimg (U) = 3.

p) Existe un subespacio U de R" que es solucion de un sistema de ecuaciones lineales
homogéneo con cuatro incognitas y tal que dimg (U) = 5.

q) SiU; y U, son dos hiperplanos de V, entonces Uy = U obien Uy +U; = V.

r) Sea V un espacio vectorial con dimg(V) =n > 2. Dado v € V con v # 0, y escala-
res {aj,...,a,} de K no todos nulos, existe al menos una base B de V tal que las
coordenadas de v en ‘B coinciden con los escalares dados.

27. Dado k € R, consideramos en R* el subespacio:
Uy =L((0,—1,k,3),(0,k,—2—k,3),(k—2,—1,—-2,3)).

a) Calcular dimg (Uy) en funcion de k. Determinar una base y unas ecuaciones cartesia-
nas de Uy, para cada k € R.

b) Para k con dimg(Uy) = 2, encontrar un subespacio W de R* tal que RY=U,®W.
Determinar unas ecuaciones cartesianas para W.




